ENSA d’Al-Hoceima Année 2020/2021
AP-II, Deuxiéme Année, Semestre 4
Analyse Numérique, TD1

Solution de la Série N°1 : Analyse numérique matricielle

Exercice 1
1. Soit A une matrice carrée hermitienne. Montrer que Sp(A) C R.
2. Soit A une matrice carrée. Montrer que Sp(A*A) C [0, +o0].

3. Soit A = (aij)1<i j<n une matrice carrée.

n
(a) Montrer que Sp(A) C U D;ouD; ={z/|z —aiu| < Z laij|}
i=1

J#
(b) En déduire que si pour tout i : |a;| > Z la;j|, alors A est inversible.
J#
4. Soit A une matrice diagonalisable, dont les valeurs propres sont A1, Ag, ..., A,. Montrer

que :
lim AP=0 < |N|<1,V1I<i<n.

p—+00
Solution 1
1. Soit A une matrice carrée hermitienne. Montrons que Sp(A) C R : soit A € Sp(A), alors
il existe v # 0 un vecteur non nul tel que Av = Av, donc
(Av,v) = (Av,v) < (v,A") = A(v,v)

or A*v = Xv ot A est le conjugué de ), alors

(0.30) = Av,0) < Al2 = All|?

comme v est non nul, ||Jv||? # 0, donc A = X; ce qui montre que A est un réel; soit

Sp(A) C R.

2. Soit A une matrice carrée. Montrons que Sp(A*A) C [0, +o0o[ : soit A € Sp(A*A), alors
il existe v # 0 un vecteur non nul tel que A* Av = A\v, donc

(A% Av,v) = (Ww,v) & (Av, Av) = [ Av|2 = A(v,0) = Allo]?

comme v est non nul, |[v]|2 > 0 et [[Av||? > 0, donc A et ||v]|?> ont le méme signe ; ce qui
montre que A est un réel positif; soit Sp(A4) C [0, +o00].

3. Soit A = (aij)1<i j<n une matrice carrée.

n
(a) Montrons que Sp(4) C U D;ou D; ={z/|z —aiy| < Z laij|} : soit A € Sp(A),
i=1 i
alors il existe v # 0 un vecteur non nul tel que Av = A\v; donc

n n
E iV = AU; <~ E QiU — QjiV; = )\Ui — AV = ()\ — aii)vi
Jj=1 J=1
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donc
Z aijvj = ()\ — aii)’ui
i
soit i, tel que |v;,| = maxi<j<p |v;], on a bien |v;,| # 0; alors Z a;,;v; = (A —
J#io
Qiyiy Vi, 3 donc
D laigilloj] = 1A = aiyi, | |vi, |
J#%o

d’ou

V5 Vs
A an] < 3 Jasl < S 0l car 19l <4
e el T [vio|

n n
finalement il existe i, tel que A € D;, C U D;; d’ou Sp(A) C U D;.
i=1 i=1

(b) supposons que pour tout i on a |a;;| > Z la;j| : si A n’est pas inversible alors 0

J#i
n
est une valeur propre de A; donc 0 € U D;; ce qui montre qu’il existe i, tel que
i=1
0€ D,, ;dou
|aiyi,| < laiyl
J#io
ce qui est en contradiction avec I’hypothese ; finalement A est inversible.
4. Soit A une matrice diagonalisable, dont les valeurs propres sont A1, Ao, ..., A,. Montrons
que :

llff AP =0 < [N <L,Vi<i<n
p 00

A est diagonalisable, alors il existe une matrice P inversible telle que
P7'AP = D = diag(\, A2, ..., \n)

donc
(PTAPY = P71APP = DP = diag(\}, N5, ..., \P)

or

lim P'APP =P !( lim AP )P=P HO)P=(0) < lim =0, VIi<i<n

p—+00 p—+00 p—+00

alors

lim A =(0) < lim =0, Vi<i<n <& |[N/<1, VI<i<n.
p—+0o0 p—+00

5. Soit A et B deux matrices carrées de méme ordre. Montrons que AB et BA ont les
mémes valeurs propres : en effet, soit A une matrice inversible et B une matrice de
méme ordre que A, alors on a

det(A)det(BA—XI) = det(A(BA—\I)) =det(ABA —XA) =det((AB — \I)A)
= det(AB — AI)det(A)



comme det(A) # 0, alors det(BA — A1) = det(AB — AI); d’ou Pga(\) = Pap(\) ou
Ppy est le polynéme caractéristique de BA et Pap est le polynéme caractéristique de
AB. Finalement, les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres avec le méme
ordre de multiplicité.

Exercice 2
Soit || - || une norme matricielle et B une matrice telle que || B]| < 1.

1. Montrer que (I — B) et (I + B) sont inversibles, et que

1

1 _
——<|(I+B)'| < =B

1+ 18]

2. Montrer que la série de terme général (I + B + ...+ B™) converge vers (I — B)™L.

Solution 2
Soit || - || une norme matricielle et B une matrice telle que || B]| < 1.

1. — Montrons que (I — B) et (I + B) sont inversibles : en effet,
soit u un vecteur quelconque tel que (I £ B)u = 0, alors montrons que u = 0 et
I+B#07
siu # 0, alors on a u + Bu = 0; donc Bu = Fu; d’ou en passant a la norme il vient

[ull = [[Bull < [ B} {u]

or u # 0, alors |lu|| # 0; d’ou 1 < ||BJ|; ce qui est absurde;
finalement u = 0 et I £ B # 0; ce qui prouve que I + B est inversible
— Montrons que m <|I+B)< ﬁ : la matrice I 4+ B est inversible, alors

(I+B)'=1-BI+B)™!
En passant a la norme, il vient
I+ B)H < M+ IBIIE +B)7H = I+ B)~HI = [1B]l) < 1]

on prend la norme matricielle induite, alors ||I]| = 1; d’ou ||(I+B)~|(1—||B|) < 1;
ce qui prouve

=
1Bl
ceci d’une part et d’autre part, on a (I + B)™! =1 — B(I + B)~!; alors

I(7+B)~" < &)

I =1BINE+B) < +B)7H = I <IBIHIU+B) "+ 1 +B)7|

donc

1 _
T SR @)

d’apres (&) et (M), il vient

1

1 _
<|T+B) < 1B

L+ (Bl —



n

2. Montrons que pour tout n € Non a (1 — x) Z 2 = (1 — 2™, pour tout z € R : par

k=0
récurrence sur n, on a

—pourn=1,o0na zl:mk =14z, alors (1 —z)(1+2)=1-—2%;
donc la propriété ke?c) vraie pour n = 1. X

— On suppose que la propriété est juste pour Pordre (n—1), soit (1 —x) ”z—: o =1-2",
alors montrons que la propriété est encore juste pour 'ordre n. On akzo

n n—1
(1—1:)Zxk = (1—x)2xk+(1—x)$”: (1—a2™)+(1—x)z" =1—2""!
k=0 k=0

— D’apres la propriété de récurrence, pour tout n € N, pour tout z € R on a
n
(1—1:)Za:k =1—z"t
k=0

3. Montrons que la série de terme général (I + B + ...+ B") converge vers (I — B)™! : en
effet, on pose S, =1+ B+ ...+ B", alors on a

n_ Nk L IIBIM
ISall < W+ 1BI + -+ IBI" = Y181 =
=0
par passage a la limite, il vient
" B 1
li B|* = 1 =
i 2 N8I =t e = T

ceci car lim ||B||"*' = 0 puisque ||B|| < 1; d’ou la série Z B™ converge normale-
n—+00 >0
ment ; finalement la série Z B"™ converge. Montrons que (I — B) Z B"=17
n>0 n>0

n
on a (I — B) Z B¥ = I — B"*1; alors par passage & la limite il vient
k=0

(I-B)> B"=1

n>0

d’ott le résultat (I — B)~! = Z B"™ car I — B est inversible.
n>0

Exercice 3
Existe t-il des valeurs du nombre o pour lesquelles ’application

¢ : RV [0, 400, A= (ay)1<ijen — ¢(A) = o max |ag|
VAL

est une norme matricielle ?



Solution 3

Soit I’application ¢ : R(nxn) — [0, —I—OO[, A= (aij)lgi,jgn — ¢(A) = amaxi<ij<n \aij\;
déterminons « pour lesquels ¢ soit une norme matricielle sosu-multiplicative : en effet, vérifions
les conditions de la norme matricielle.

— si ¢p(A) =0, alors « | nax la;j| = 0 pour tout A € R"*"; donc max (]aij|) = 0 pour
0,j< <i,j<
tout A € R™"; d’ott al|a;j| = 0 pour tout 1 <4,j < n;

ce qui montre que |a;; = 0 pour tout 1 <i,j < n des que a # 0,
et comme ¢(A) > 0 pour tout A € R™*™  alors la premiére condition est a > 0.
— Soit A € R, alors

GM) = max oyl =a max (Mag]) = M (@ max Jal) = A 6(4)

d’ou ¢ satisfait la condition d’homogénieté.
— Soient A = (aij)1<i,j<n €t B = (bij)1<i j<n deux éléments dans R™*", alors

\aij—l—bij\ < |az~j\—|—|bij\, Vlgi,jgn
| < . | < .
or |a;j| < 1232(”\@”\ et |bi;| < 12'2,132”\%\, alors
laij + bij| < lai;| + [bi;] < lglg)én\aij\ + 123'%(71%“‘ =M, V1<ij<n
ol M est une constante ne dépendant pas de ¢ et j. D’ou

a lgla;xnﬂa” + b)) <aM =« Jax laij| + o Jax |bij]

finalement, on obtient
d(A+Db) < p(A)+ ¢(B), VA,BeR"™™

D’ou lapplication ¢ est une norme sur R™*",

— Pour que cette norme soit sous-multiplicative, il suffit que ||A B|| < ||A]|| || B|| pour tout
A, B € R,
Soit A, B € R™ ", alors on a A B = (¢;j)1<i,j<n avec

n
Cij = Zaikbkj, Vi<i,j<nm
k=1

donc

»(AB) =« max lcij| = a | Inax

n
X 1> ain b
k=1

< o max (Z i \%)

or |a;] < @ et |bg | < ¢f), alors ¢(AB) < g »(A)p(B) ; donc pour que ||A B <

||| |B]| pour tout A, B € R™™_ il suffit que — ¢(A)d(B) < ¢p(A)d(B); soit — < 1.
Q@ o
Finalement, pour que ¢ soit une norme matricielle sous-multiplicative, il suffit que o > 0
etﬁgl;d’oﬁa2n>0.
o



Exercice 4
Soient

11 9 0
A‘<1 1.0001)’ b‘<2> et Ab_<0.0001>'

1. Calculer Koo (A) = [|Also]| A7 |oo-
2. Résoudre les systémes : Ax =b et A(x + Az) =b+ Ab.
82l 1Abec

3. Comparer les erreurs relatives

[ ]loo 16l
Solution 4
L (11 (2 (o
Considérons A = ( 1 1.0001 ), b= ( 9 ) et Ab= ( 0.0001 )
1. Calculons le conditionnement ko (A) = || Allso||A™Y|0o : en effet, la matrice A est inver-

sible car det(A) = 1074 #0 et

4 . 10001 —1
(190 )

n
or la norme matricielle ||A||o = max (Z |aij|) , alors pour n = 2 et la matrice A on
sn .
sisn \ i3

obtient
|Alloo = 2.0001 et [|A7|s = 2.000110*

donc Koo (A) = ||A]loo |4 |leo = (2.0001)2 10* qui est treés grand par rapport & 1; d’ott on
conclut que la matrice A est mal-conditionnée. Finalement, lors des calculs numériques,
on peut avoir des résultats bien déterminés ou bien de mauvais résultats.

2. Résolvons les systemes : Az =b et A(x + Ax) =b+ Ab : en effet,

Ar=b & z=A"1

(M) (5)=(5)

de méme, on a A(x + Az)=b+Ab << x4+ Ax=A"1(b+ Ab); donc

(10001 —1 2 (1
x+A$_10< 11 20001 |~ {1

|82]os _, 180

[2lloo [lblloo

<§>HMmAx=(ql)uﬁmwzwpwﬂwzlauww=2nmu

donc

. . 1
3. La comparaison des erreurs relatives ronax+Ax = 1 ) et ==

JAz]e

241




1

De méme, on a ||Ablloo = 1074 et ||b]|oo = 2; donc w =5107%; d’ou
e}
Ab A
[1B]loo [ ]loo
A
par contre Koo (A) H||b|b|”°° = (2.0001)? x 0.5 = 2.0002 qui reste suffisament grand par
At -
rapport a w =0.5.
[E41

Exercice 5
Soient

1 0 —-1078 0
A‘(o 10—6>’ AA_( 0 —10—14>‘

[AA]
[[Al2

2. Résoudre les systemes : Ar = < 1 ) et (A+ AA)(xz+ Az) = ( i )

[AA]2

1. Calculer xa(A) = || All2]|A7Y2 et

[Az]l2

3. Calculer [EEwe et comparer le & ra(A) Tall, Conclure
Solution 5 .
Considérons A = ( (1) 100,6 ), AA = < _187 _18714 )
1. Calculons ra(A) = ||All2]|A7Y|2 et % : en effet, la matrice A est inversible car

det(A) =1076 #£ 0 et

(10
A _<0106>

On a Sp(A) = {10_6; 1} et Sp(A_l) = {1 106}; alors || Al = y/p(ATA) = p(A) =1 et

1A= s = /p(A 1T A1) = p(A=1) = 10°; d'oit () = [ A2 ALz = 1 x 106 = 10°
qui est treés grand.

ANA
L’erreur relative sur A est HHA||H2 cona ||AAlz =108 et ||Al]2 = 1; donc
2
[AA]l2 -8
=10« 1.
1|2

—

2. Résolvons les systemes : Ax = < 1 ) et (A+ AA)(x+ Ax) = ( ) : en effet, on a

e (1) = (1)) () ()



De méme, on a

(A+ AA)(z + Ax) = < 1) & x—i—Ax:(A—i—AA)l(})

donc
w20 1 L 108 1 108
_ [ 108=1 _ [ 108=1 | _
33+A33—< 0 1(132M1><1>_<1%12M1>_108_1<106> 108_111.
A
3. Calculons M : en effet, on a
| + Azl

108 1
Ap=|—r q|p=—
v [108—1 ]w 105 —1"

1 108
dong, il vient ||Ax||s = 61 llz]|2 et ||z + Azl = 1051 |lz||2 ; ce qui prouve que
A 1 108-1
122l _ —10% < 1.

|z + Azl 108 -1 108
[AA]l

Maintenant, calculons ko(A) . en effet, on a ky(A) = 10° et = 1078,
Al Al
o jad) jA4)
2 -2 2 -8
k2 (A) =10 donc =10

[Al2 [Al2
d’ou A N

1AAL: Azl _ -8

1Al o+ Azl

le résultat permet de dire que la matrice A est bien conditionnée malgre que ka(A) = 10°
qui est treés grand.

Exercice 6
Soit m.bP la représentation machine d’un réel en virgule flottante ot m est la mantisse avec
une précision t chiffres, b est la base et p est 'exposant avec L < p < U.

1. Déterminer le plus grand et le plus petit réel positif qu’on peut représenter sur cette
machine.

2. Donner une interprétation aux résultats.

Solution 6

On a xz € R avec x = m X bP est la représentation machine de x ou m est la mantisse,
b est la base et p est 'exposant vérifiant L < p < U. La mantisse m s’écrit sous la forme
m = 0.d1ds . .. d; avec t est la précision machine, 0 < d; < b—1 et d; # 0; alors on a

t
m=> dib”"’
i=1



1. Le plus grand et le plus petit réel positif qu'on peut représenter sur cette machine : en
effet,

1 —
Tmin = 0.1000.... 00 xb" = 7 pL — pL—1
t fois
est le plus petit nombre réel qu’on puisse représenter sous cette machine. De méme, le
plus grand réel est

_|_

Tmaz = O(b_l)(b_l) (b_l)b (T+b—2 +T

t fois

= G-D[p b 1] B

b—1 b—1 b—1) W

b —1
= (b—1)—— - b
A0l ez = (b — 1)Y=t = BU(1 — b7?) est le plus grand nombre réel qu’on puisse
représenter avec cette machine.
2. Interprétation des résultats : soit x € R™*, alors
— 8i & < Tyn, alors x est considéré comme 0 pour la machine ; donc si on divise par x,
alors la machine affiche une erreur (soit la division par 0).
— 8i & > Tymaz, alors z est considéré comme 'co pour la machine ; donc si on divise par
x, alors la machine affiche une erreur (soit la division par oo).

Exercice 7
Soient A € M, (C)et z€ Coum >1

o n—1
1. Montrer que la série Z converge si et seulement si p(A) < |z|.
n=1
1 - An 1
2. Monter que dans ce cas, on a (zI — A)™* = Z per
n=1

Solution 7
Considérons A € M,,,(C) et z€ Coum > 1

1. Montrons que la série i - converge si et seulement si p(A) < |z| : en effet, par
changement d’indice p(;lur1 p=n—1,ona
ZAnl_i p+1:_ ﬁzli _lA
= z z 4z o
o0
on pose B = z~! A, alors d’aprés I'Exercice 2 on a la série Z BP converge si et seulement
si ||B]| < 1;soit p(B) < 1. -
Comme p(z71 A) = |271|p(A), alors la série io:(,z_1 A)P converge si et seulement si
. A;’:f

p(z71 A) = |27 |p(A) < 1; d’ou la série Z

converge si et seulement si ‘—i‘ p(A) <

n=1

1; c’est a dire p(A) < |z|.



S n—1

2. Supposons que la série Z

— converge, alors on a

n=1
AL 1 & 1 -1 1 1 Nt 11
Y=o AP =— (I—z’lA) = <I— —A) =- — (I -4)"
— z B z z z z z
0 An—l
finalement, on obtient (21 — A)~! = —
z
n=1

Exercice 8

I) On considere la matrice A et le vecteur B donnés par

A=

L QR
Sy
Il
SIS TS

Q@ 2
Q@ & 2

on veut résoudre le systeme AX = B.

(a) Vérifier que A est une matrice singuliére, calculer AAT, puis trouver ses valeurs
propres

(b) Déterminer une matrice ) de vecteurs propres normés
(c) Déterminer les valeurs singulieres de A puis trouver l'inverse généralisé de A
d) Résoudre les systéme par l'inverse de Moore-Penrose.

(
IT) On considére maintenant le vecteur ¢ donnés par

«@
C=1p
~y

On veut résoudre le systeme Aw = C. Trouver une condition nécessaire entre «, 3 et
pour avoir une solution w selon la méthode de 'inverse généralisé.

Solution 8

I) Considérons la matrice A et le vecteur B donnés par A =

L & 2
Sy
I
> o o
]
=

Q@ 2 8
Q@ & Q

propose derésoudre le systeme AX = B.

(a) — Vérifions que A est une matrice singuliere : en effet, det(A) = 0, alors A n’est
pas inversible ; donc A est singuliére.
— Calculons la matrice AA” et ses valeurs propres : en effet,

a a a a a a 3a® 3a? 3a®
AAT=A2=|a a a a a al|=13a> 3a®> 3a®
a a a a a a 3a® 3a? 3a®
et le polynéme caracatéristique de AT A est P(\) = —A2(\ — 9a?); d’ou les

valeurs propres A\; = 9a? et Ay = 0.

10



(b)

La matrice @ de vecteurs propres normés de AT A est Q = (V1|Va|V3) o Vi est
un vecteur propre normé de AT A associé & la valeur propre A\;9a? et Vs et V3 sont
des vecteurs propres normés de AT A associés a la valeur propre Ay = 0. Un calcul
facile des vecteurs propres permet de trouver

V3 V2 0
3 2
i= ||, Va=|-2| et VB=|-¢
V3 0 V2
3 2
d’ou la matrice
V3 V2 0
3 2
Q= V3 _ V2 V2
3 2 2
V3 0 V2
3 2

Les valeurs singulieres de A sont les racines carrées positives des valeurs propres
de la matrice AT A, soit 01 = 3a et o9 = 03 = 0.
D’apres le théoréeme de décomposition en valeurs singuliéres de A on a

3a
QTAQ=x=1]0
0

o O O
o O O

donc linverse généralisé de A est AT donné par

AT =Q2tQT  avee Xf =

o ofl-
oo o
o oo

puis le produit matriciel implique

1 1
9
Al = T 1
19 9a
1 1
a a

Les systéeme Ax = B admet une infinité de solutions qui forment un sous-espace
vectoriel d’équation caractéristique x+y+ 2 = 0; par contre, il admet une solution
calculée par la méthode du pseudo-inverse ou l'inverse de Moore-Penrose. Cette
solution est 2 = ATB: d’ou

111 b L
9a 3a
R VU G s I P I
T 1 9% 92 9a | 3a
B - b L
a 9a 3a
o
IT) Considére maintenant le vecteur C' donné par C' = |

y

11



— Le systéme Aw = C' a pour solution w’ = ATC'; donc

a+ B+
1 1 1
L L L\ /o 9
N A N P I R A
% 90
9% 9a 9a) \7 a+ﬁ+’y
9a

est la solution du systéeme Aw = C' au sens de la méthode du pseudo-inverse.

— La condition nécessaire entre «, 3 et « pour avoir une solution w selon la méthode
de Pinverse généralisé est que la solution w'! doit satisfaire ’équation Aw = C'; c’est-
a~dire

a+ B+
a a a -l—%—l— «
Avt=a a a g—g—l =gl =C
a a a)|a+f+qy gl
9a
soit «a, B et v satisfont le systéme d’équations linéaires suivant :
a+pB+y
STET g
a+%+7
5/
a+ B+
s

d’ott @ = 8 = 7 finalement, pour que w’ soit solution du systéme Aw = C il faut
que a = 3 = 1.

Remarque : Soit A = {u = (o, 3,7)7 € R} / a = B = ~}; alors A est la droite
vectorielle de vecteur directeur v = (1;1;1)7 ; donc le systéme Aw = C admet une
solution si C' € A.

La solution du systeme Aw = C' n’est pas unique mais il y a toujours une solution
satisfaisante ; celle calculée par la méthode du pseudo-inverse de Moree-Pensrose.
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